Berechnung des Warmeaustausches in Regeneratoren
mit zylindrischem und kugelférmigem Fiilimaterial

Ven B. STUKE, Miinchen

H. Hausen hat bei seiner Theorie*—$) fiir den streng periodischen Beharrungszustand der Regeneratoren

angenommen, daB die Speichermasse aus Platten iiberall gleicher Dicke aufgebaut ist, die iberdies

theoretisch als unendlich ausgedehnt zu betrachten sind. Um den EinfluB der praktisch hiervon mehr

oder weniger abweichenden Gestalt der Speichermasse beurteilen zu koénnen, wird die Theorie auf
die beiden Félle ausgedehnt, daB die Speichermasse aus Zylindern oder Kugeln besteht,

Regeneratoren sind Warmeaustauscher, in'denen eine Speicher-
masse abwechselnd von zwei Gasen verschiedener Temperatur
bespult wird, die auf diese Weise in Wirmeaustausch treten.
Kontinuierlicher Betrieb wird durch zwei oder mehr zusammen
arbeitende Regeneratoren erreicht. Sie werden praktisch stets im
Gegenstrom betrieben.

Grundgedanken der Theorie von H. Hausen

Urspriinglich wurde die Theorie filr die Regeneratoren der
Tieftemperaturtechnik aufgesteilt!®). Als Fiillmaterial sind hier
diinne Metallbleche groBer Wirmeleitfahigkeit im Gebrauch. Die
Wirmeleitung kann daher senkrecht zur- Strémungsrichtung als
unendlich groB angesehen, in Richtung der Strémung dagegen
vernachlassigt werden. Wirmebilanzen ergeben Differentiaiglei-
chungen, die sich durch ein System von Eigenfunktionen losen
lassen. Physikalisch entsprechen die Eigenfunktionen der Auf-
fassung, daB man die periodischen Temperaturinderungen im
Regenerator als erzwungene Temperaturschwingung betrachtet und
diese in die Grundschwingung und die Oberschwingungen zerlegt.
Die Randbedingungen sind dabei durch die konstanten Eintritts-
temperaturen der Gase gegeben. Die Anfangsbedingung, hier Um-
schaltbedingung genannt, ergibt sich aus der Tatsache, daB die
Temperaturverteilung am Ende einer Heizperiode gleich der
Temperaturverteilung zu Beginn der folgenden Kaltperiode sein
muB und umgekehrt.

Der Temperaturverlauf im mittleren (groBSten) Teil des Re-
generators wird durch die nullte Eigenfunktion (Grundschwingung)
dargestellt, die sowohl im Gas als auch in der Speichermasse zeit-
lich linearen Temperaturverlau’ und in der Strémungsrichtung
iiberall gleiche Steigung vorsieht. Hierbei ist vorausgesetzt, daB
die Wirmekapazititen der beiden durch den Regenerator strémen-
den Gase, bezogen auf die Dauer der Warm- bzw. Kaltperiode,
einander gleich sind, d. h. es gilt

WT=wT ).

Dabei bedeuten W, W’ die Wirmekapazititen der Gase je Zeit-
einheit, T, T’ die Periodendauern der Warm- bzw. Kaltperiode.
Der lineare Temperaturanstieg wird an den Regeneratorenden
durch die mit konstanter Temperatur eintretenden Gase gestort.
Dieser Storung wird durch Uberlagerung der héheren Eigenfunk-
tionen (Oberschwingungen) fiber die nullte Eigenfunktion Rech-
nung getragen. Die hoheren Eigenfunktionen klingen jedoch
schnell in Richtung Regeneratormitte ab.

Bei Speichermassen anderen Materiais (z. B. Schamottestein
im Winderhitzer) lassen sich dagegen die Temperaturunterschiede
innerhalb eines Querschnitts der Speichermasse nicht vernach-
ldssigen. Hier wurde daher in Erweiterung der urspriinglichen
Theorie endliche Wirmeleitung senkrecht zur Strdmungsrichtung
vorausgesetzt, die Wiarmeleitung in Richtung der Strémung da-
gegen ebenfalls nicht beriicksichtigt?4). Es ergeben sich auf diese
Weise auch in jedem Querschnitt des Fullmaterials erzwungene
Temperaturschwingungen. Bild 1 zeigt den Temperaturverlauf
') H. Hausen, Ober den Wiarmzaustausch in Regencratoren. Techn. Mech. u. Thermodyn.
b)) II4I iilguielr?,j?)lﬁcr dic Theorie dos Warmepaustausches in Regeneratoren. Z. angew. Math.

Mech. g, 173 [1920).
*) H. Hausen, Berechnung der Steintemperatur in Winderhitzern, Arch. Eisenhilttenwes.
rz, 473 [1938:39}.

‘) H. Hansen, Virvollstindigte Berechnung des Warmeaustausches in Regeneratoren.
Z. Ver, dtsch. Ing. Beiheft Verfahrenstechnik 31 (1942,
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Bild 1
Berechneter Temperaturverlauf in einem 80 mm dicken Regeneratorstein (Platte)

Periodendauer 7 = T’ == 1 [h], Wirmeleitzaht A =1 [kcal/mh *C],
spez. Qewicht ¢ = 2000 [kg/m*], cp.z. Warme ¢ = 0,25 [kcal kg *C],

('_'lﬂ)l == 140 [*C/h], mittl. Steintemperatur zu Beginn der Periode (r )q = 740[°C).
2

innerhalb der Speichermasse fiir ein bestimmtes Beispiel, und
zwar links abhingig von der Zeit t, rechts abhingig von der Ent-
fernung y der betrachteten Stelle im Querschnitt von der Ober-
fliche des Steins. Hierbei ist wieder vorausgesetzt, daB es sich
um die Grundschwingung (nulite Eigenfunktion) des Regenerators
handelt. Trigt man die Steintemperatur v an den verschiedenen
Stellen des Querschnitts abhdngig von der Zeit, aber fiir Warm-
und Kaltperiode gegenldufig auf, dann ergeben sich geschlossene
Kurvenziige. Anders verhalt sich der ¢rtliche Mittelwert der Stein-
temperatur v, gemittelt tiber den gesamten Querschnitt. Sind
nidmlich gleiche Wirmekapazitaten der in Beziehung tretenden
Gase, bezogen auf die Dauer der Warm- bzw. Kaltperiode, voraus-
gesetzt, so wird die mittlere Temperatur t, durch eine gerade
Linie (im Bild gestrichelt) dargestellt, die in der Warmperiode
in der einen, in der Kaltperiode in der entgegengesetzten Richtung
durchlaufen wird. Es giit daher:

ITm Tm
T ——) = — T'( ) == const. @).
( at 1 at 7

Dabei bedeuten t die Zeit und f die Oberfliche, gerechnet von
der Eintrittsstelle des Gases in den Regenerator bis zum betrach-
teten Querschnitt.

Nennt man die Zeitpunkte zweier aufeinanderfolgender Perio-
den, denen in der zuletzt gewdhlten Darstellung derselbe Abszissen-
wert zukommt, einander entsprechende Zeiten, so folgt aus Gl. (2)
ftir solche Zeiten

tm =T A

Wenn man den Temperaturverlauf abhingig vom Ort im Quer-
schnitt auftragt (Bild 1 rechts), so wird er z. B. zu Beginn der

-Kaltperiode durch eine nach oben offene Parabe! dargestellt. In-

folge der zunichst nur in den duBeren Schichten wirkenden Ab-
kithlung verformt sich die Kurve und geht bei nicht zu groBen
Steindicken bald in eine nach unten offene Parabel iiber, die sich
dann mit unverinderter Gestalt und konstanter Geschwindigkeit
nach @inten verschiebt. Entsprechend umgekehrt ist es in der
Warmperiode.
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Fiir den Temperaturverlauf im Steinquerschnitt ergibt sich im
Falle der unendlich ausgedehnten Platten:

23 vy I T+T
== (0= | S =S) =g r
20yt 2nat
T(\ e BT y
L . ona cos (2n:-8) ),
=07) e T
n==1 (nv:)z(l—e R
T |1y yy_ T T+T
=t O =) gl =) =gy P
(e
> M—e e os (2n= Yol ).
’ _(‘:;T) a(T - 77) 8
=t (gr)r(1-¢ ‘ I N
Dabei ist
A 2u
T (Tm)a -+ ( ofm)/I : (Tlu)a f ch(ﬂ———-fv)t (6)'
3T . 2
Tm,::("'m )a’é' (—J—;”_)f" ‘(_'m )a o ‘{L‘(l(’) —'To)t (7).
T, Temperatur im » Wirmeleitzahl
' . des
Stein ¢ spez. Warme Fiill
To , T Oberflichentempe- v spez. Gewicht mate
ratur a Temperaturleitzahl rials-
Tmo, m mittl, Temperatur 3 Plattendicke

im Steinquer-
schnitt
Werte von 1, bzw.

’

tm’ zu Beginn der
Periode
AP Temperatur der Die GroBen ohne Strich be-
Gase zichen sich auf-die Warm-,
*y o Wirmeiibergangs- die gestrichenen auf die
zahlen
t Zeiten Kaltperiode.

Die Wirmedurchgangszahl k, nach der nullten Eigenfunktion
wird dargestellt durch:

Lo [71 o ,_17‘71-8"]
g, T+ Lr o o N P pilen ®),

_ (e

o= 1—~32—’(~%+ ;,) N1 (1—e S ,,),,(_!:_L, i
a Z_(”:’ () e
re=) ( 1 — ¢ > )

ko ist definiert als diejenige Wirmemenge, die auf eine Voll-
periode T + T’ bezogen, je 1 m* Heizfliche, 1 Grad mittleren
Temperaturunterschiedes der austauschenden Gase*(9-—9 ") und
je 1 h ausgetauscht wird.

¢ bedeutet in der Formel fiir k, einen Korrekturfaktor, der
im Falle sehr kiciner Plattendicke gleich Eins wird. Gl. (8) geht
dann in eine sehr e¢infache Darstellung von k, iiber, die schon
frither von H. Huausen unter vercinfachten Bedingungen abge-
leitet worden ist?). Fur o lassen sich Niherungsgleichungen an-
geben, die in den angegebenen Bereichen sehr genau gelten.
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1 3¢ 1 1 . 3t 1 1
v l—g5q (7 tp) i pp(g+) 5100 (10,
2,142 I L1V R BN
_-7\7“—,‘ ,‘:8z "],':,l'_: far 20( T T,) - 10 (1]).
0,3+2»a(r o)

Der Wert 2,142 in Gl. (11) wurde durch eine Grenzbetrachtung
exakt abgeleitet, wiahrend der Wert 0,3 unter der Wurzel empirisch
bestimmt worden ist.

Aus der Grenzbetrachtung geht hervor, daBl der Wirmeaus-
tausch bei sehr groBer Plattendicke von dieser unabhdngig wird,
was mit der Erfahrung iibereinstimmt.

Fiir groBe Regeneratorlingen und kurze Periodendauern gibt
k, den Wirmeaustausch in erster Naherung genau genug wieder.
Bei sehr kurzen Regeneratoren und sehr langen Periodendauern
machen sich aber die durch den konstanten Temperatureintritt
der Gase verursachten Storungen stark bemerkbar, so daB man
auch die hoheren Eigenfunktionen beriicksichtigen muB. Die hierzu
nitigen Rechnungen hat H. Hausen fir die plattenformige Fillung,
von einer vereinfachenden Annahme abgesehen, exakt durchge-
fithrte),

Bei den folgenden Betrachtungen iiber zylindrische und kugel-
formige Speichermassen werden zunichst die Verhiltnisse im Be-
reich der nullten Eigenfunktion betrachtet. Die Ergebnisse bei
Beriicksichtigung der hoheren Eigenfunktionen konnen dann un-
mittelbar aus der angegebenen Arbeit?) iibernommen werden.

Erweiterung der-Theorie auf zylinderférmige und kugel-
formige Fii'lmengen

Differentialgleichungen des Warmeaustauschs

Zylinderprablem

Da der Temperaturverlauf zylindersymmetrisch ist und die
wirmeleitung in Stromungsrichtung nicht beriicksichtigt wird, gilt
die Differentialgleichung:

7)

Die von den an der Oberflicheneinheit des Fiillmaterials vorbei-
stromenden Gasen in der Zeiteinheit abgegebene Wiarmemenge er-
gibt sich aus dem Temperaturunterschied zwischen Gas und Ober-

fliche. Es ist somit:
(a&) - )
J_I ¢ = A (J — Ty

Diese Warmemenge flieBt in die Speichermasse. Dic mittlere Stein-

it a2 ot |
ot rar\ ar (12).

(13).

IT
temperatur «, steigt dadurch in der Zeiteinheit um (a_lm)f‘ Daher

gilt auch
s R ot
- - - - == b —<
2 (ar )l *(0 =)
oder
37,,,) 2a
0 = - [ g— 14).
(at i ‘r'-c-R( o) (
. . .oy ¢c- R . u . .
R ist der Zylinderradius, — die Warmekapazitat, die zur

Oberflicheneinheit des Zylinders gehort.

) e, In der Kaltperiode gilt Gl. (14) ebenfalls. Es

) sind nur die entsprechenden gestrichenen Groflen

T einzusetzen. f z&hlt in diesem Falle vom anderen
(9). Regeneratorende aus (Gegenstrom).

Kugelproblem

Hier sei angenommen, dafl kugelsymmetrische Temperatur-
verteilung herrscht. Ist der Kugeldurchmesser, gemessen an den
Dimensionen des Regenerators, hinreichend klein, so ist das sicher

zuldssig. Dann ist:
a (r2 91)
at  r¥or\ ar

Eine genaue Rechnung miiBte auch den Polarwinkel beriicksich-
tigen. Azimutal herrscht Symmetrie. — Fiir die zeitliche Anderung
der mittleren Temperatur gilt hier

U= <o

~veR

a7 a 2

(15).

(16).
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Temperaturverlauf nach der nullten Eigenfunktion
Zylinderproblem

Fir den zeitlich-ortlichen Temperaturverlauf im Zylinder sind
entsprechende Bilder zu erwarten, wic sic in Bild 1
far die Platte dargestelit sind. Die Parabel, dic
sich gewisse Zeit nach Beginn ciner Periode c¢in-
stellt und dann mit konstanter Geschwindigkeit
und unnverdnderter Gestalt verschiebt, ergibt sich aus Gl (12),
wenn man a</at - const. setzt. Um die Aenderungen gleich nach
dem Umschalten (Umstillpen der Parabel) zu beritcksichtigen,
itberlagert man dieser Losung eine Reihe, dic sich aus partikuliiren
Integralen (Eigenfunktionen) der Gl. (12) zusammensetzt.

Macht man, um diese partikulidren Integrale zu finden, zur
Losung von Gl (12) den Ansatz < - f(r). g(f), so folgen nach
Trennung der Verinderlichen die Differentialgleichungen

f”(r) + —:»f’(r) s e?i(r) =0

g () +anzg() =0
worin o?* cinen Separationsparameter bedeutet.
Integration der Gl. (17) fithrt zu Besselschen Funktionen nullter

Ordnung. Gl. (18) ist dic bekannte Gleichung der harmonischen
Schwingung.

|

(17).

(18),

Wir setzen also an:

c (JTm) (o 1 (J ,”) N R ;A —(-)”'-a-;( )
- . - r--—- R-) 4 2 [OTN g
ot 40 ( ) n A\
P (19),
entsprechend fiir die Kaltperiode
- oat
< :("7””) o l(‘h'"’) (r*— R?) Aye Jol o)
| Vol Tda\ o lf ! o
(20).

A, A/

w

Dabei sind C, C7,
Konstanten.

und o, zunichst willkiirlich wihlbare

Da sich nun <, nach Gl. (2) linear mit der Zeit dndern soll,
diirfen quadratisches Glied und Summe nichts zum Mittelwert
beitragen. Damit die Mittelwerte dieser Glieder, gebildet iiber den
gesainten Querschnitt, verschwinden, ist zum letzten Klammer-
ausdruck des quadratischen Gliedes R*/2 zu addieren, wihrend in
der Summe die Werte o, so bestimmt werden miissen, dal gilt:

| R2—
e / / Jo(uar)rdrdy =20
00
Die Quadratur dieses Integrals fithrt zu der Bedingungsgleichung
Ji(oaR)Y -0 (21).
Daraus ergeben sich die Eigenwerte zu
lyn
Wy == 22
‘n R (22),

wobei ln die Nullstellen der Bessefschen Funktion erster Ordnung
./1('\') bedeuten.

L (19) lautet nun unter Bcrucksuhtlgung von Gl (14)

) RN = ty” ()I
7 N e
R 21[\,(“ 'TU) (‘f' o 2) > nt .ln( Jn') (23)
mit
ITm 27
“m (Tln)u ! ( ot )fl ('-'m)q : T‘_R(:) "'-u).' (24).

Beachtet man, daB in der Warmperiode je Oberflicheneinheit
cine chenso groe Wirmemenge ¢ ausgetauscht wird wie in der
Kaltperiode ~

g (70' - ”/) oo (‘) — )T (25),
so geht Gl (20) {iber in
—oglat’
e T - .x (“ - ) (- ) TAn ¢ Jo 2ar)
2R /
. (26)
mit
pEan 2
—,,,,':. (=m)a ( M’”) = (=m)a TL_R(-)'—— ) (2T).

K
Die Zeit { bzw. t” wird jeweils mit dem Augenblick des Umschaltens
neu gezdhlt,
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Ay —Ape

Die Kocffizienten A, und A’ ergeben sich aus der Umschalt-
bedingung. Man setzt zunachst m Gl. 23yt =0bzw. t = T und
in Gl (26) t = T’ bzw. !’ = 0 und subtrahiert dic jeweils so ent-
stechenden Glcnchungen Dann folgt wegen Gl. (3):

— otaT o R
¢ )_[,,((o,,R)- o (h—=) (rl— ‘f») (1 - I)— f(r) (28),

22.R 2 T

Z_(A,, —Aye —i(r)

Wegen der Orthogonalitit der Bessel-Funktionen lassen sich die
Klammerausdriicke unter dem Summenzeichen in Gl. (28) und (29)
als Koeffizienten ciner Reihenentwickiung nach Besselschen Funk-
tionen®) auffassen und cntsprechend bestimmen. Man erhilt
schlieBlich zwei Gleichungen fiir A, und A,/ und daraus:

oa T’)

Jo (“’HR) - (29).

— o,2aT’
A B (l —e )
e -—ogta (T 7))
' 1—¢ )
—o2aT
Ao B (l —e
A : ‘_.(,)” ”(7 T')jv,,
(,1 —e ;
mit
B gx le(n--—.,,) (T- 1)
2 T L Jo (1)
Kugelproblem

Geht man mit dem Ansatz -

f(r)y-g () in Gl (15) hinein,
so erhilt man

2
f(r) »;WTf'(r) C R 0 (30),
g ) afg()y= 0 (31).
Dabei ist der Separationsparameter mit §2 bezeichnet,
Gl. (30) hat als Losung®)
_[ sin (5r)
f(ry= kL , (32)
vV {1r Bry =/,
wegen
sin (5r)
Pla

\/ =3r
-
J'[. sind die Besselschen Funktionen mit dem Parameter !/,

I. (31) ist dieselbe wic Gl. (18).

Der weitere Verlauf der Rechnung ist wie beim Zylinderproblem.
Mit

{
B = ~l:,’ (33),
wobei [, die Lasungen von
tgx —x=:0 (24)

sind und im Hinlick darauf, daB die Funktionen sin (B,r) mit der
Bedingung tg (8,R) -- B,R wicder orthogonal sind, erhilt man
schlieBlich fiir den Temperaturverlauf:

- £ 3 ) ARTET)
Tt g (P %) [ 3% '
Lyl 5l -

T( l-¢ Ye

'tl(T T sia(f u’) (35),
H{I 12sind, . [ -e ]

) Beziglich Besselfunktionen s, Frank-Mises: Differential- und Integralgleichungen der
Physik. Braunschweig 1935,
% Die genate Rechnung mit Beriicksichtigung des Polarwinkels wiirde liefern:
Pt (Z)J1 4 v (Br
fir,z PGB0 10,2, ..
Lr
Dabei ist & = cos & (& Polarwinkel), I’; sind die Legendreschen Polynome, Das erste
Glied dieses Eigenfunktionssystems entspricht unserem Ansatz Gl (32), da P, (5)= 1
ist.
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, 35 T 4RHTH+T)
’ % 2 _ — = — —
T Tml 2R ('() - T1)) [f 5 R ] T rT’

[I_U»~{ﬁ,,a'l‘] -t o
z:,?s’m:;( e K TR B

ne-1 -

mit B
T = (Tm)a ((','T’"f> t (e 3 (B —— o)t 370,
at /s veR

R "T"") I T G o (38)
m = (Tm')a ( " ]’l (=w')a i ‘;’L‘R( 0 .

Ergebnisse der Berechnung des Temperaturverlaufs

In Bild 2 und 3 ist der zeitlich-grtliche Temperaturverlauf im
Falle des Zyiinders fiir die Radien R -- 40 und R - 80 mm, in
Bild 4 und 5 im Falle der Kugel far R = 40 und R - 120 mm
dargestellt. Im dbrigen sind die gleichen ZahlengroBen wie zu
Bild 1 verwendet.

904 !
i
. | //A\ :
\ // N | N\
- | S0 N % \\
S 1/ =N\ AN
5 ! P=5mm AN
s Z \ %
&S y, N\
£ r=25mm l N\
§ 780 J, \
/ r-4dmm ‘\\ ﬁ'
A\ \\
7
NV oomin N
0 * -
7 20 40 600 2 Womn 80 W 20 0 20 Wem
Zeit t ~— fadys ——=-
Bild 2
Temperaturveriauf in cinem Zylinderquerschnitt R= 40 mm
90
¥ / \
w ‘
/’.@/ 5
- o Pl A
~ / V Q 4] /
§ r53), A \ N ] \
7 > -
: / 1 / ] \ N NE/ON
3 &
RN / NN N
L N )
\
r-3mm \
0 N
\ f0mn \
00 \
7 0 40 0 I Womr ) 8 0w 0 W 8m
BE3 Zeit ! -~ fys —
Bild 3

Temperaturverlauf in cinem ZyNnderquerschnitt R = 80 mm

Bild 2 und 4 sind unter der Annahme berechnet, daB der
Durchmesser von Zylinder bzw. Kugel gleich der Plattendicke & ist.
Es ist klar ersichtlich, wie durch das griere Verhiltnis von Ober-
fliche zu Volumen das Innere des Zylinders und noch mehr das
der Kugel im Vergleich zur Platte verstirkt am Temperatur-
austausch teilnimmt,

Die Durchmesser 80, 160 und 240 mum fiir Platte, Zylinder,
Oberflidche
Volumen
in allen drei Fallen denselben Wert hat Die entsprechenden
Durchmesser scien ,,gleichwertige Plattendicken genannt.

Kugel sind hingegen so gewihit, dafl der Quotient
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Bild 4
Temperaturverlauf in cinem Kugelguerschnitt R= 40 mm
K
N l }
1 !
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L
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Bild 5
Temperaturverlanf in einem Kugelquerschnitt R=-

120 mm

Die Warmedurchgangszahl k, nach der nullten
Eigenfunktion

Nachdem durch die Gl. (23), (24) und (26), (27) der Tempe-
raturverlauf im Regenerator bekannt ist, liBt sich auch die in
einer Vollperiode aufgenommene und wiederabgegebene Wirme-
menge und daraus die Wiarmedurchgangszahl &, berechnen.

Zylinderproblem

Zunichst werde der zeitliche Mittelwert der Oberflichen-
temperatur in Warm- und Kaltperiode bestimmt. In Gl (23)
und (26) ist r = R zu setzen und dber die Zeit { bzw. " von 0
bis T, bzw. 0 bis T’ zu integrieren,

Es ergibt sich

xR
Tl CE P R (39),

()M — CCmIMm = Pes

worin der Index M das zeitliche Mi(tel kennzeichnet und

)(];(’

8K 11 _(Y)"MT’)
< N
gr=1—" (-4 -
a

e 11114(1 B e— o?pa(Ty T’)) (40)
ist. Ebenso wird
G Im — (= Im = K (% —7y) ! P :
7. T S

Hieraus wollen wir den zeitlichen Mittelwert des Unterschiedes
der Gastemperaturen in Warm- und Kaltperiode bestimmen. Hier-
fiir gilt zundchst

O =9)m === & [Gom - Gwdar] - [ I — (o) M)
4 — ‘L)’,) (42);
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denn nach Gl. (2) und (14) sind & —~, = const und <,”’— 9’ = const.
Setzt man -Gl (39) und (41) in Gl. (42) ein, so folgt unter Beriick-
sichtigung von Gl. (25)

R aT T aR
9 — 9 m = (% — 1)1 + — —)—
( M= ( o) +a,T,+(l + T,)“q (43).

Ferner gilt nach der Definition der Warmedurchgangszahl fiir die
Wirmemenge die je m?® Heizfliche in einer Vollperiode vom Fiill-

materijal aufgenommen und wieder abgegeben wird:
g=a(®—1) = k(8 —3)M(T + T) (44).

Fiir die Warmedurchgangszahl k, folgt daraus mit Gl. (43)

1 1 1 1 I\ R
- =(T + T)|— =+ =)
PR e T T (7 - T’)/H\?EI (49).
Kugelproblem
Der Gang der Rechnung ist der gleiche. Man erhilt

—Ba2aT —BataT’

J(1—e )

10R2(71

=] —
PK T

N
1 T’/_-

n=1 ’nd(l_e
1 ] 1 1 1. R 7
= AT + T)| — - o — 4 — ) —
K, (T + )l;T o (T . T,)ij (47).

Einheitliche Darstellung der Wiarmedurchgangszahl k,
fir Platte, Zylinder und Kugel

—B22a(T + T’)) (46),

Die fiir Platte, Zylinder und Kugel gefundenen Ergebnisse
lassen sich leicht in eine einheitliche und iibersichtliche Gestalt
bringen. Setzt man ndmlich in Gl. (8) und (9) 8 = D, in den
Gl. (45) und (47) firr Kugel und Zylinder den Durchmesser 2 R = D

und fithrt man statt Z y ?t; bzw. T—g die Funktion @ ein, dann
folgt
1 i1 1 1 1. D
=(T+T)| - 4 —— T .(D—’ 48
ko )LaT’u’T’+(T‘T’)7~ e
mit
261 VIR
—_ — (%) a1 — T
D1 1 (1—e ) )1 —e U)o )
([):K——« +"';) S s = "27“]"*” ST
4a\T T ya . _( ) a(7T 4 7) 49
P fir—e P ) (49).

Diese Gleichungen umiassen alle drei Fille; man hat nur fir K
und ! jeweils die nachstehenden GrioBen einzusetzen.

n= Nullstellen von sin x Il/e fiir Platte
[ =19 ln I, (x) Ki1/g Zylinder (50).
l’n gx—x l /30 Kugel

Gl (49) 148t sich umformen, indem man unter dem Summen-

zeichen addiert und subtrahiert

10

(57 e

(l—e )

Diese Darstellung hat den Vorteil, da die Summe im letzten

. . " . Dz 1 1
Glied schr schnell konvergiert. Fiir kleine Werte von ZE( Tt T;)
braucht man sie gar nicht zu beriicksichtigen. H. Hausen fand
auf diese Weise als Ndherungslosung fiir die Platte die oben an-

gegebene Gl. (10).
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Fiir alle drei Fille einheitlich dargestellt gilt entsprechend

xR o
: ]
O-K=G ) D e
n=1 n=1
‘ 1/g6 = 0,0111 5
0,00521 im Bereich 2(,,‘_+L)§ 75 (52),
0,002857 4a:T T

worin ebenso wie in den nachfolgenden Gleichungen die Werte
von [ fiir n =1, 2, 3 usw. nach Gl. (50) einzusetzen sind.
Im Sonderfalle T = T’ gehen die GI. (49) und (51) iiber in

(53),

- 1-1’9{(%) 2aT}- (54).

Auch die von H. Hausen auf die Werte von @ bei groBem Argument
angewandte Grenzwertmethodet) im Falle T = T’ 140t sich auf alle
drei Fille iibertragen. Dabei wies er nach, dal die Wiarmedurch-
gangszah! fir groBe Steindicken von diesen unabhingig werden
mub.

Man mubB lediglich beachten, daB beim Plattenproblem der
Unterschied zwischen zwei benachbarten [-Werten immer gleich =
ist, bei Zylinder und Kugel dagegen dies nur asymptotisch der
Fali ist. Da aber der Integrand des in der Ableitung auftretenden
Integralausdruckes nur bei unendiichen Werten von u nicht ver-
schwindet, gilt der von H. Hausen abgeleitete Grenzwert fiir alle
drei Falle. Nimmt man noch eine fiir jeden Fall einzeln empirisch
bestimmte Konstante ¢ in den Grenzwert hinein, so erhdlt man
drei Naherungsformeln fir den an Gl (52) anschlicBenden Be-
reich. Geschlossen dargestellt lauten diese Nidherungen:

0,2524 0,15 2 5
=TT T mite = !0,55 fir D-(—!— + ,‘_,}?_17’5
Ver 22t ‘15 4T T4
4a'T' T !
(55).
01
Platte
am
L Zylinder
i N
tugel
\\
o ——|
-"\‘
0 n u n W L L] v B
B358) o

Bild 6
Darstellung der Funktionen & fir T= T'

In Bild 6 ist der Verlauf der Funktion @ fiir Platte, Zylinder
und Kugel nach genauer Berechnung dargestellt fiir den Fall
T = T’. Die Kurve fiur den Zylinder liegt unter derjenigen fiir
dic Platte, und die der Kugel unter denen fir Platte und Zylinder.
Das bedeutet nach Gl. (48), daB bei sonst gleichen Verhdltnissen
der Wiarmeaustausch bei Kugelfiillung besser ist als bei Zylinder-
filllung und hier wiederum besser als bei Plattenfiillung. Dicses
Resultat folgt auch aus der Anschauung.-Da die Wirme bei
Zylindern in zwei Dimensionen, bei Kugeln in allen drei Dimen-
sionen radial stromt, nimmt die Steinmitte jeweils mehr am
Wirmeaustausch teil.

DaB sich die drei Kurven sehr schnell demselben Kurven-
verlauf asymptotisch nihern, ist ebenfalls aus dem physikalischen
Sachverhalt zu erwarten. Denn bei genigend groem Radius oder
unendlich kleiner Temperaturleitzahl (Kugel) nimmt nur die Schicht
unmittelbar unter der Oberfliche am Wairmeaustausch teil.
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Im AnschluB an diese Ergebnisse wire es von Interesse, festzu-
stellen, ob vielleicht simtliche ®-Kurven, die sich aus der Verwen-
dung irgendwie geformten Fiillmaterials ergeben,im Gebiet zwischen
den ®@-Kurven fiir Platte und Kugel liegen. Im Argument miiBte
dann an Stelle von D ein allgemeinerer Ausdruck treten, da sich
die geometrischen Verhiltnisse im allgemeinen nicht durch eine
einzige unabhingige Variable wiedergeben lassen.

Man darf wohl annehmen, daB die genannte Vermutung fiir
alle in der Praxis vorkommenden Fille zutrifft. Diese Frage
kénnte indessen nur auf Grund einer weiteren eingehenden Unter-
suchung mit Sicherheit entschieden werden. Im ndchsten Ab-
schnitt sei die Frage gepriift, ob man die Plattenformel nach
einem Vorschlag von H. Hausen ndherungsweise auch fiir Zylin-
der und Kugelfillung verwenden kann, wenn man die gleich-
wertigen Plattendicken benutzt.

In Bild 7 ist @ fur Zylinder fir T =2 T'und T = 4 T’, bzw.
T =2 T und T’ =4 T dargestellt. Die Kurven verlaufen ein-
ander so nahe, daB man in der Praxis mit den Werten fur T = T’
genau genug rechnen kann. Entsprechendes gilt fir die Kugel-
fiillung.

41 \\
amn

106 )
rr \ T-4r
r-ar’

o

\Q\L

S
773 S — [
2 ” P o ) 2 o w ]

BRI 08 pifr g

2 E( T

Bild 7
& fiir Zylinder bei verschieden langer Warm- und Kaltperiode

Bild 8 zeigt die Abhingigkeit der Wirmedurchgangszahl k,
vom Durchmesser der Platte bzw. des Zylinders und der Kugel
fiir ein Beispiel, dem die Zahlenwerte von Bild 1 und « = o’ =
20 kcal/m? h °C zugrunde gelegt sind.
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Bild 8

Darstellung der Warmedurchgangszahl k, in Abhingigkeit vom Durchmesser D
a = a’'= 20 kcal/m*h °C
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Verwendung der Plattenformel fiir alle drei Fille unter
Benutzung der ,,gleichwertigen Plattendicke**

Diese Frage geht von der Uberlegung aus, da8 die Oberfliche F
des Fiillmaterials fiir den Wirmeaustausch, das Volumen V fiir

die Wirmespeicherung verantwortlich ist. Das Verhiltnis beider

kénnte also ecine geeignete Grundlage zur Angleichung der drei
Rille sein.
Man errechnet aus den ®-Werten fiir Platte, Zylinder und
Kugel eine Funktion @’, indem man nach Gl. (48)
3 D
—0'= -0

X N (52)

setzt, wenn 8 = 2 V/F die gleichwertige Plattendicke bedeutet.

Die gleichwertigen Plattendicken und damit die ®’-Werte be-
tragen hiernach

Platte §p=Dp GOp'=Dp
: D
Zylinder 8= -2_2 Oy =20z 3).
D
Kugel SK:?K Oy’ = 3Dk
Ebenso folgt fiir das Argument
sp? Dp? 8,2 1 Dz? dx? 1 Dg?
—— = bezw. ——=— . ——bezw.. — = - —
2aT 2aT 2aT 4 2aT 2aT 9 2aT

@ und @’ fir die Platte sind identisch, wihrend die Umrechnung
firr Zylinder und Kugel auf eine einfache Transformation hinaus-
14uft. Fir den Zylinder muB die Abszisse auf den vierten Teil
zusammengeschoben und die Ordinate verdoppelt, fiir die Kugel
die Abszisse auf den neunten Teil verkleinert, die Ordinate ver-
dreifacht werden.

Diese Funktionen @’ werden nun verglichen mit dem ®’-Wert
fiir die Platte. Bild 9 zeigt diesen Vergleich. Die drei ®’-Kurven

]
liegen ab %7—,>4 nahe beieinander. Doch diirfte fiir die meisten

%0

Kugel
45

o2
¢ \
I/ \
on \\ z
10 N\

0 5 wooon no o w ¥, W
B353) X
2l

Zylinder

Bild 9
Vcrg_leich der Funkiionen ¢’ fur Platte, Zylinder und Kugel

Bild 10
Vergleich der Funktionen &°* fiir Platte, Zylinder und Kugel
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in der Praxis vorkommenden Fille der Bereich fiir ;—T <2 4 in
u

Frage kommen.
Eine noch allgemeiner verwendbare gleichwertige Plattendicke

erhilt man durch die Definition 8" - -g - ‘F/,
Mittel zwischen einem fiir das betreffende Material abzuschiitzen-
den halben Durchmesser und der Hilfte der vorher cingefithrten
gleichwertigen Plattendicke 8 darstellt. Hierbei geht die <-Kurve
fiir die Platte wieder in sich selbst iiber. Die neuen «(b”’-Kurven
fiir Zylinder und Kugel liegen nun jedoch, wie Bild 10 zeigt, der
Kurve fiir die Platte im ganzen Bereich so nahe, daB man diese
Kurve auf jede beliebig geformte Speichermasse mit geniigender
Genauigkeit anwenden kann.

die das arithinetische

Die wahre Wirmedurchgangszahl k

Um den EinfluB der hoheren Eigenfunktionen zu beriicksich-
tigen, zeigte H. Hausen, daB man fir dicse mit sehr guter Niherung
so rechnen kann, als ob im gesamten Querschnitt des Steins die
gleiche Temperatur ~, herrscht?). Er definierte eine neue Wiirme-
tibergangszahl &, dic sich auf die mittlere Steintemperatur <,; be-
zieht, und konnte damit die Ergebnisse seiner erstgenannten
Arbeit®), die auch die hoheren Eigenfunktionen beriicksichtigt,
aber zunachst unendliche Wirmeleitfahigkeit in einem Querschnitt
der Speichermasse voraussetzt, unmittelbar auf den Fall von
Platten beliebiger Dicke und Wirmeleitzahl anwenden.

Dieses o ergibt sich auf folgende Weise. Man nimmt den Unter-
schied zwischen 7, und =, und daher auch zwischen 8 und ©p in
jedemt Augenblick als ebenso groB an, wie er sich bei gleicher
in der Zeiteinheit iibertragener Wiarmemenge im Zeitmittel aus
der nullten Eigenfunktion errechnet. Gl. (39) gibt den zeitlichen
Mittelwert von ty—tp, an. Sie liBt sich durch Einfithren von ®
so umformen, daB sie fiir alle drei Fille gilt. Sie lautet dann
xD

\

(<o) M~—(=m) M= (P—=y) @ (54).

Hierzu addicren wir auf beiden Seiten den im Bereich der nullten
Eigenfunktion konstanten Wert $—=, und erhalten

1 D
(Y —m) M= (; 3 ) (l)) o (%—mg)

q -a(9-7)T ist die wihrend einer Periode je Flicheneinheit
abertragene Wirmemenge. Mit Einfithrung der auf <, bezogenen
Wirmeiibergangszahl o muB hierfiir aber auch gelten

(55).

q=o (—m)mT (56).
Daher folgt aus Gl. (55) fiir i die Beziehung
1 D
i 5 @ (57),

die fur Piatten-, Zylinder- und Kugelfailung in gleicher Weise
gilt. Unter Verwendung der so bestimmten Wirmeiibergangszahi
kann man also die Betrachtungen von Hausen iiber die hoheren
Eigenfunktionen auch auf die Falle der Zylinder- und Kugel-
fallung ubertragen.
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Verhaltnis der wahren Wiarmedurchgangszahl & zur Warmedurchgangszahl k, nach der
nuliten Eigenfunktion
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Als Endergebnis dieser Betrachtungen erhilt man die wahre
wirmedurchgangszahl k, die den Einflu samtlicher Eigenfunk-
tionen auf den Wirmeaustausch beriicksichtigt, wihrend k, nach
Gl. (48) sich nur auf die nulite Eigenfunktion bezieht. Das Ver-
hiltnis k/k, kann man unmittelbar aus Bild 11 ablesen. k/k, ist
nur eine Funktion von zwei dimensionslosen KenngroBien, der
k(T+T)F

sog. reduzierten Regeneratorlinge A - 4 WT LW T
ko (T T)

C
druck bedeutet F dic gesamte wiirmeiibertragende Oberfliche des

Regenerators, im zweiten ist fir C die Warmekapazitat des Fill-
materiais je Oberflicheneinheit zu setzen, d. h. im Falle der

und der

reduzierten Periodendauer 11 - 2 Im ersten Aus-

Platte C 7'26.97 des Zylinders C ‘—ZEv der Kugel
C - 1%2 Diese etwas andere Ermittlung von C fiir Zylinder

und Kugel ist der einzige Unterschied, der bei der Bestimmung
von k/k, gegeniiber der urspriinglichen Berechnungsweise von
Hausen zu beachten ist.

Zusammenfassung

Die Theorie von H. Hausen iiber den Warmeaustausch in mit
Platten gefiiliten Regeneratoren wird auf Zylinder und Kugel-
filllung erweitert.

Die Berechnung des Temperaturverlaufs im Zylinder- und
Kugelquerschnitt fiir verschiedene Durchmesser und der Vergleich
mit dem Temperaturverlauf im Plattenquerschnitt zeigt, in wie-
viel hoherem MaBe die Zylinder- und noch mehr die Kugelmitte
an den Temperaturschwankungen tcilnimmt, Aus diesem Grunde
ist auch dic Warmedurchgangszahl bei sonst gleichen Verhilt-
nissen, d. h. gleichem Material, gleichem Durchmesser bzw. gleicher
Dicke usw., fiir die Kugelfiillung groBer als fir Zylinderfillung
und hier wiederum groBer als bei Plattenfiillung. Die Unterschiede
werden jedoch um so geringer, je groBer die Durchmesser des
Fiillmaterials oder je Kleiner die Temperaturleitzahl oder die
Periodendauer sind. Sie verschwinden schlieBlich vollstindig, weil
dann nur die der Oberfliche zunichst liegenden Teile der Speicher-
masse an den Temperaturschwankungen teilnehmen und hierbei
die geometrische Form der Oberfliche kaum mehr eine Rolle
spiclt.

Als Endergebnis der Berechnungen, die sich im wesentlichen
auf die Grundschwingung des Regenerators beziehen, erhdlt man
eine Gleichung fiir die Wirmedurchgangszahl k,, die fiir Platten-,
Zylinder- und Kugelfiillung dieseibe Gestalt hat. Die oben ge-
nannten Unterschiede kommen durch verschiedene Werte einer
in ihr auftretenden Funktion zum Ausdruck. Mit zunehmender
KenngroBe nehmen diese Werte ab, wobei sich die Unterschiede
verkleinern. Sie nidhern sich rasch einem gemeinsamen Kurven-
verlauf.

Wenn man gleichwertige Plattendicken & einfithrt, dic in allen
drei Fillen durch das doppelte Verhiiltnis von Volumen zu Ober-
fliche der Speichermasse bestimmt sind, erhdlt man ¢ine in einem
relativ groBen Bereich mit guter Niherung fir Platte, Zylinder
und Kugel gemeinsam giltige Formel zur Berechnung von k,, die
sich im gleichen Bereich wahrscheinlich auch auf jede beliebige
Fiillmaterialform anwenden 148t. Eine im ganzen Bereich geniigend
genaue Formel fiir k, erhilt man, wenn man eine neue gleichwertige
Plattendicke &’ einfithrt, die das arithmetische Mittel zwischen
einem fiir das betreffende Material abzuschdtzenden halben Durch-
messer und der Hilfte der vorher eingefiihrten gleichwertigen
Plattendicke & darstelit.

Um aus k, die wahre Wirmedurchgangszahl k, die auch den
EinfluB der hoheren Eigenfunktion beriicksichtigt, zu berechnen,
kann man das von H. Hausen fir die Plattenfiillung entwickelte
Verfahren fast unverindert auch auf Zylinder- und Kugelfiillungen
iibertragen.

Die Anregung zu dieser Arbeit gab Herr Prof. Dr.-Ing. H. Hau-
sen. Ich bin Herrn Prof. Hausen dankbar fiir manchen wertvolien
Hinweis und das stindige, freundliche Interesse, das er meiner
Arbeit entgegengebracht hat. Eingeg. 4. Aug. 1947 [B"35]
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