
Berechnung des Warmeaustausches in Regeneratoren 
mit zylindrischem und kugelformigem FiiIImateriaI 

Von B. S T UKE, Miinchen 

H. Hausen hat be1 seiner Theoriel-*) fur  den  streng periodischen Beharrungstustand der  Regeneratoren 
angenornrnen, dat3 die Speicherrnasse aus Platten uberall gleicher Dicke aufgebaut ist, die uberdies 
theoretisch als unendlich ausgedehnt  zu betrachten sind. Urn den EinfluB der praktisch hiervon rnehr 
oder weniger abweichenden Gestalt der  Speicherrnasse beurteilen zu  konnen, wird die Theorie auf 

die beiden Falle ausgedehnt, daB die Speicherrnasse aus Zylindern oder Kugeln besteht. 

Regeneratoren sind Wzrmeaustauscher, in denen eine Speicher- 
rnasse abwechselnd von zwei Gasen verschiedener Temperatur 
bespiilt wird, die auf diese Weise in Warmeaustausch treten. 
Kontinuierlicher Betrieb wird durch zwei oder mehr zusammen 
arbeitende Regeneratoren erreicht. Sie werden praktisch stets im 
Gegenstrom betrieben. 

Grundgedanken det Theorie von H. Hauren 
Urspriinglich wurde die Theorie fiir die Regeneratoren der 

Tiefternperaturtechnik aufgestellt I,*). Als Fiillmaterial sind hier 
diinne Metallbleche groBer Warmeleitfahigkeit im Gebrauch. Die 
Warmeleitung kann daher senkrecht zur StrBmungsrichtung als 
unendlich groB angesehen, in Richtung der Stromung dagegen 
vernachlassigt werden. Warrnebilanzen ergeben Differentialglei- 
chungen, die sich durch ein System von Eigenfunktionen losen 
lassen. Physikalisch entsprechen die Eigenfunktionen der Auf- 
fassung, dal3 man die periodischen Temperaturanderungen im 
Regenerator als erzwungene Temperaturschwingung betrachtet und 
diese in die Grundschwingung und die Oberschwingungen zerlegt. 
Die Randbedingungen sind dabei durch die konstanten Eintritts- 
temperaturen der Gase gegeben. Die Anfangsbedingung, hier Um- 
schaltbedingung genannt, ergibt sich aus der Tatsache, da5 die 
Tcmperaturverteilung am Ende einer Heizperiode gleich der 
Temperaturverteilung zu Beginn der folgenden Kaltperiode sein 
mu8 und umgekehrt. 

Der Temperaturverlauf im mittleren (grbl3ten) Teil des Re- 
generators wird durch die nullte Eigenfunktion (Grundschwingung) 
dargestellt, die sowohl im Gas als auch in der Speichermasse zeit- 
lich linearen Temperaturverlau' und in der StrBmungsrichtung 
iiberall gleiche Steigung vorsieht. Hierbei ist vorausgesetzt, dab 
die Warmekapazitaten der beiden durch den Regenerator strtlmen- 
den Gase, bezogen auf die Dauer der Warm- bzw. Yaltperiode, 
einander gleich sind, d. h. es gilt 

W T = W ' T '  (1). 

Dabei bedeuten W, W' die WIrmekapazitaten der Oase ]e Zeit- 
einheit, T, T' die Periodendauern der Warm- bzw. Yaltperiode. 
Der lineare Temperaturanstieg wird an den Regeneratorenden 
durch die mit konstanter Temperatur eintretenden Gase gestort. 
Dieser Stbrung wird durch Uberlagerung der hoheren Eigenfunk- 
tionen (Oberschwingungen) iiber die nullte Eigenfunktion Rech- 
nung getragen. Die hoheren Eigenfunktionen klingen jedoch 
schnell in Richtung Regeneratormitte ab. 

Bei Speichermassen anderen Materials (2. B. Schamottestein 
im Winderhitzer) lassen sich dagegen die Temperaturunterschiede 
innerhalb eines Querschnitts der Speichermasse nicht vernach- 
Iassigen. Hier wurde daher in Erweiterung der urspriinglichen 
Theorie endliche Warmeleitung senkrecht zur StrBmungsrichtung 
vorausgesetzt, die Wlrmeleitung in Richtung der Stromung da- 
gegen ebenfalls nicht beriicksichtigt 39. Es ergeben sich auf diese 
Weise auch in jedem Querschnitt des Fiillmaterials erzwungene 
Temperaturschwingungen. Bild 1 zeigt den Temperaturverlauf 
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Bild I 
Berechneter Temperaturverlauf in einem 80 mm dicken Regeneratorstein (Platte) 

Periodendauer T = T' = 1 [h]. Warmcleitzahl A = I [kcal/ni h 'C], 
spez. Oewicht y 2ooo [kg/nP], :p.z. Warme c = 0.25 [kcal,kg 'C], - 140 [*C/h], mittl. Steintemperatur zu Beginn der Pcriode (rm)a = 740[*C]. 

innerhalb der Spelchermasse fiir ein bestimmtes Beispiel, und 
zwar links abhangig von der Zeit t ,  rechts abhangig von der Ent- 
fernung y der betrachteten Stelle im Querschnitt von der Ober- 
fllche des Steins. Hierbei ist wieder vorausgesetzt, daB es sich 
um die Grundschwingung (nullte Eigenfunktion) des Regenerators 
handelt. Trggt man die Steintemperatur T an den verschiedenen 
Stellen des Querschnitts abhangig von der Zeit, aber fur Warm- 
und Yaltperiode gegenlIufig auf, dann ergeben sich geschlossene 
Kurvenziige. Anders verhalt sich der brtliche Mittelwert der Stein- 
temperatur T", gemittelt iiber den gesamten Querschnitt. Sind 
ngmlich gleiche Warmekapazitaten der in Beziehung tretenden 
Gase, bezogen auf die Dauer der Warm- bzw. Kaltperiode, voraus- 
gesetzt, so wird die mittlere Temperatur T,,, durch eine gerade 
Linie (im Bild gestrichelt) dargestellt, die in der Warmperiode 
in der einen, in der Kaltperiode in de; entgegengesetzten Richtung 
durchlaufen wird. Es gilt daher: 

Dabei bedeuten t die Zeit und f die Oberflache, gerechnet von 
der Eintrittsstelle des Gases in den Regenerator bis zum betrach- 
teten Querschnitt. 

Nennt man die Zeitpunkte zweier aufeinanderfolgender Perio- 
den, denen in der zuletzt gewahlten Darstellung derselbe Abszissen- 
wert zukommt, einander entsprechende Zeiten, so folgt aus GI. (2) 
fiir solche Zeiten 

Wenn man den Temperaturverlauf abhangig vom Ort im Quer- 
schnitt auftragt (Bild 1 rechts), so wird er z. B. zu Beginn der 
.)<altperiode durch eine nach oben offene Parabel dargestellt. In- 
folge der zunachst nur in den au8eren Schichten wirkenden Ab- 
kiihlung verformt sich die Yurve und geht bei nicht zu groBen 
Steindicken bald in eine nach unten offene Parabel iiber, die sich 
dann mit unveranderter Gestalt und konstanter Geschwindigkeit 
nach finten verschiebt. Entsprechend umgekehrt ist es in der 
Warmperiode. 

Tm = Tm' (3). 
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1 8 '  1 I s *  I I Pilr den Temperaturverlauf im  Steinquerschnitt ergibt sich im 3 = 1 -30 ( T '  f y )  fu r  - (  + T' )  5 10 (lo), Falle der unendlich ausgedehnten Platteri: 2 a  T 

I- 

Dabei ist 

1 des 

mate- 
rials 

- -1 Ternpcratur im ?. Wiirinelcitzahl 

To I 501 Oberflachentempe- y spez. Gcwicht 

. I '  

c spcz. Warme Fiill- Stein 

ratur  a Temperaturleitzahl 

im Steinquer- 
schnitt 

T,,,' zu Beginn der 
Periode 

I - .m I - I  .", mittl. Temperatur 6 Plattendicke 

( - * )a ,  ( 7 m ' ) n  Werte von rm bzw. 

Der Wert 2,142 in GI. (11) wurde durch eine Grenzbetrachtung 
exakt abgcleitet, wahrend der Wert 0,3 unter der Wurzel empirisch 
bestimmt worden ist. 

Aus der Grenzbetrachtung geht hervor, d a 6  der Wlrmeaus- 
tausch bei sehr groDer Plattendicke von dieser u n a b h h g i g  wird, 
was mit der Erfahrung iibercinstimmt. 

Fiir groDe Regeneratorlangen und kurze Periodendauern gibt 
ko den Warmeaustausch in erster Naherung genau genug wieder. 
Bei sehr kurzen Regeneratoren und sehr langen Periodendauern 
machen sich aber die durch den konstanten Temperatureintritt 
der Gase verursachten Stiirungen stark bemerkbar, so daB man 
auch die hijheren Eigenfunktionen berucksichtigen muB. Die hierzu 
notigen Rechnungen hat  H. Hausen fur die plattenformige Fiillung, 
von einer vereinfachenden Annahme abgesehen, exakt durchge- 
fiihrt'). 

Bei den folgenden Betrachtungen bber zylindrische und kugel- 
formige Speichermassen werden zunachst die Verhaltnisse im Be- 
reich der nullten Eigenfunktion betrachtet. Die Ergebnisse bei 
Beriicksichtigung der hoheren Eigenfunktionen kiinnen dann un- 
mittelbar aus  der angegebenen Arbeit') ubernommen werden. 

Erweiterung der-Theorie auf zylinderformige und kugel- 

Differentialgleichungen des Warmeaustauschr 

Z ylinderproblein 
Da der Temperaturverlauf zylindersymmetrisch ist und die 

Wlrmeleitung in Stromungsrichtung nicht berucksichtigt wird, gilt 
die Differentialgleichung: 

formige Fullmengen 

a; _ =  a . - ( r G )  J 

a t  r ar 
Die von den an  der Oberflacheneinheit des Fullmaterials vorbei- 
stromenden Gasen in der Zeiteinheit abgegebene Warmemenge er- 
gibt sich aus dcm Temperaturunterschied zwischen Gas und Ober- 
flache. Es ist somit: 

(13). 

I)  , 3' Temperatur der Die GrijDcli Ohne be- Diesc Warmemenge flieDt in die Speichermasse. Die mittlere Stein- 

Daher I I I' 

1 I 1' 

Die Warmedurchgangszahl k ,  nach der nullten Eigenfunktion oder 

Gase ziehen sich auf.die Warm-, 
Warnieiibergangs- die gcstrjc1icIien auf die 
zahlcn 

Yaltperiode. Zci t e n 

teiiiperatur 7 ,  steigt dadurch in dcr Zeiteinheit tun - 

gilt auc h 

(14). 
wird dargestellt durch: 2 1  

( J  - -  Tu) 
' { '  c .  H 

R ist der Zylinderradius, ' 2 3  die Warmekapazitat, die zur 
2 

Oberflacheneinheit des Zylinders gehijrt. 

1 I 1 , I  I h '  
kll (8), 
- = ( T ~ - T ' )  [- Z T  - I;T, I \ y- ! T ; j 6 j ; ' i ]  

In der Yaltperiode gilt GI. (l,4) ebenfalls. Es 

" I I T  ' einzusetzen. f zahlt in diesem Falle vom anderen 
sind nur die cntsprechenden gestrichenen GroDen 

1; = I i l  - t '  - ( ~ y  h '  i ((3). Regeneratorende atis (Gegenstrom). a (7.;- T ' )  

Kirgelproblem 
k ,  ist definiert als diejenige Wiirmcrnerigc, die auf eine Voll- 

periode T -1- T' bezogen, j e  1 m? Heizfliiclie, 1 Grad mittleren 
Temperaturiinterschiedcs der austauschenden Gase*( 9--0')~ und 
je 1 h ausgetauscht wird. 

'p bedeutet in rler Formtl fdr k ,  einen Korrekturfaktor, der 
im Falle sehr kleiner Plattcndicke gleich Eins wird. GI. (8) geht 
dann in eiric sehr eiiifache Darstcllurig von Ii, iiber, die schon 
fruher von H. Huiis~ri uritcr vcreinfnchtcii Ucdingurigen abge- 
leitet worden ist"). Fur 's Iasscn sich Niilicrungsglcichuiiigeri an- 
geben, die in den angegebenen Bereichcri sehr gcnaii gelten. 

Hier sei angenommen, daO kugelsymmetrische Temperatur- 
verteilung herrscht. 1st der yugeldurchmesser, gemessen an  den 
Dirnensionen des Regenerators, hinreichend klein, so ist das sicker 
zulassig. D a m  ist : 

(15). 
2: 0 J 27 

51 = f 2  J f  (" a d  
_ _  

Eine genaue Rechnung muBte auch den Polarwinkel berucksich- 
tigen. Azimutal herrscht Symmctrie. - Fur die zeitliche Anderung 
der mittleren Temperatur gilt hier 

3 %  
%,' c K 

(?)f= (3 - Y o )  
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Temperaturverlauf nach der nullten Eigenfunktion 

Z yliriderproblerri 
Fur deib zeitlich-ijrtliclirri 7'enipcratlirverlalIf im Zylinder sitid 

entsprechende Bilder zit erwarteii, wie sie in Bild I - 
fur  die Platte dargcstellt sitid. Die Parahel, die \ 
sich gewissc Zeit nach Begiiiii eiricr Periode ein- / (A" --A"" 
stellt uiid darin init konstanter Geschwindigkeit - 
und iinverinderter Gestalt verscliieht, crgibt sich aus GI. (l2), 
wcnn man z / J t  const. setzt. Urn die Acnderungeli gleich nach 
dcm Umschalten (Uiiistulpen dcr Parahel) zii berucksichtigen, 
iihcrlagert man dicscr Liisung tine Reihc, die sicti a m  partikuliiren 
lritcgraleri (Eigenfuiiktioncii) der GI. (12) zusaniniensctzt. 

Macht mati, uin diese partikuliiren lntegrale zii fiiideri, ziir 
Liisung voti GI. (12) den Ansatz 7 ~ f(r). g(f), so folgen nacli 
Trcnnung der Veriiridcrlichen die Differeiitialgleichiiligeii 

(17). 
1 

r 
f" ( r )  ; - - - f , ( r )  . ~2 i ( r )  7 o 

g' ( 1 )  Q (d2 g ( 1 )  = (1 ( 1% 
worin ~ $ 1 ~  ciiieii Scparatioiisparariietcr hedeutct. 

Integration der GI. (17) fiihrt 211 Bmelschcti Funktioneti nullter 
Ordnirtig. GI. (18) ist die bekariiite Gleichuiig der harnioriischcii 
Schwi tigu ng. 

Wir sctzen also an: 

etitsprechcnd fiir die Kaltperiodc 

Uabei sitid C, C', A,,, A,I' und ( 1 ~ 1 1  zrinlichst willkiirlich wiililhare 
Kom t an t e ti. 

Da sich r u i n  :", nach GI. (2) linear niit der Zeit iiidern SOH, 
diirfcn qiiadratisches Glied utid Sutiinie niclits zum Mittclwcrt 
beitragen. I>aiiiit die Mittelwcrtc dieser Glieder, gebildet uhcr den 
gesatntcri Qiterschnit t ,  vcrschwi nden, ist zuni  letzteii Klaniiner- 
ausdruck des qiiadratischen Gliedes R'/2 zii addieren, wiihrend i n  
der Siciiinic die Wcrte OJ, ,  so bestininit werdcn miissen, dall gilt: 

H 27 

/ / J o  ( ; , J , , r )  r d r  dq r-: 0. 
I 

T: K' 
0 0 

Die Quadratur diescs Integrals fiihrt ZLI der Bedingungsgleichiing 
J 1  ( ( , J , $ / < )  ~ 0 (2 1 ). 

Uaraus ergeheii sich die Eigcnwerte Z L I  

(Z), 

wohci I,,, dic Niillstelleti der Bessdscheri Futiktinii erster Ordriung 

GI. (19) laiitet nuti tinter Bcriicksichtigimg von GI. (14) 

Jl(s) 1)cdellteti. 

/ I -  1 

mit 

Beachtet iiiaii, dall in dcr Warinpcriode je Ohcrfl~ichciieinheit 
eiiie eheiiso grollc Wiirnienienge q ausgctauscht wird wie in der 
Kaltpcriode 

SO gelit GI. (20) tibcr in 
4 1' (7"' ~ t ) ' )  7'' Y ( ' I  -~ 5J  T (2% 

niit 

Die Zeit 1 bzw. t' wird jeweils mit detii Augenblick des Uinschaltens 
neu gezalilt. 

Die Koeffizienten A, und A,! ergeben sich aus  der Urnschalt- 
bedingung. Man setzt zunachst i n  GI. (23) t = 0 bzw. t = T und 
i n  GI. (26) 1' = T' bzw. 1' = 0 und subtrahiert die jeweils so ent- 
stehcnden Glcichungen. Dann folgt wegen GI. (3): 

L' I 

Wcgen der 0rthogoiialit:it dcr Bassel-Funktionen lassen sich die 
Klaiiiiiicraiisdrucke linter dem Surnmenzeichen in GI. (28) und (29) 
als Koeffizienten einer Rcihencntwicklung nach Besselschen Funk- 
tionen') auffassen und entsprechend bcsti mmen. Man erhalt 
schlicDlich zwei Oleichringeii fiir A, und A,]' und daraus: 

rnit 
21 IZ (:t - Tg) ( 7- . T' )  t j z -  

i. T' l l f f2  Jo  

Uirgelproblcm 

s o  erhiilt man 
Geht tiiaii tnit den1 Ansatz : 

2 
r 

f ( r ) .  g ( 1 )  in GI. (15) hitiein, 

f"( r )  -! - r(r) . l j?  f ( r )  - -  0 (30), 

g'(1) , u p' g ( 1 )  z~ 0 (31). 

Dabci ist der Separatiotispararncter init p2 beteichnet. 
GI. (30) hat als Liisungs) 

J1/* (9) sin ( 5 r )  

$ [5r z / >  

sin ( 9 r )  

"'2 d: ; j r  

(32) f ( r )  =- -.A 

wegeri 

1 

JL/? siiid die Bessrlschen Funktintien niit dem Parameter 

Dcr weitcre Verlarif der Rechnung ist wie beirn Zylinderproblem. 

11, 

H 

GI. ( 3 1 )  ist dicselhe wie GI. (18). 

Mit 

(33),  $ / I  = 

wohci I,, die Liisungen voti 

(94) 

sirid titid im Hinlick darauf, dab die Funktioneli sin (p,r) iiiit der 
Bcdinguiig tg  ($,,A!) - p,,R wicder orthogonal siiid, erhalt man 
schlielllich for den Teriipcraturverlauf: 

tg x - x =I- 0 

I- 
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Ergebnisse der Berechnung des Temperaturverlaufs 

In Bild 2 und 3 ist der zeitlich-ortliche Temperaturvcrlauf im 
Falle des Zylinders fu r  die Radien R 40 mid R 80 mm, in 
Bild 4 und 5 im Falle der Kugel fur  R - 40 uiid R 120 m m  
dargestellt. Im ubrigen sind die gleichen ZahleiigroBeri wie z u  
Bild 1 verwendet. 

w 60 600 zn 41 mln to ld za D zn WmD 
zeit t - K~QIuJ --c 

Bild 2 
Triiiperaturverlaiif in eincni Zyliiidrrqtierscliiiitt R = 40 iiiiii 

0 20 40 EO D 29 13 mm W 80 ID 0 40 BOnm 
m ?Ell f - fahis - 

Bild 3 
Teiiiprraturvcrlaiil in cinein Zyhiidcrqiierachiiitt If= 80 iiiiii 

Bild 2 und 4 sind linter der Annahme berechilet, dalJ der 
Durchmesser von Zylirider bzw. Kugcl glcich der Plattcndicke 6 ist. 
Es ist klar ersichtlich, wie durch das gr0Bere Verhiiltnis von Ober- 
flache zu Volirinen das lnnere des Zylinders rind noch niehr das  
der Kugel im Vergleicli ziir Plattc verstiirkt am Tcmpcratur- 
austausch tcilnimmt. 

Die Durchnicsser 80, 160 und 240 mni fur  Platte, Zyliiider, 
Oberfliiche 

Kugel sind hingegen so gcwiihlt, da13 der Quotient 
volul11'~- 

in allen drei Fallen dcnselbcn Wcrt hat Die entsprecheriden 
Durchmesser scien ,,gleichwertige Platterrdicken" genannt. 

9DB 

*C 
Bdl) 

CI 

3 JW 
E s- 
-s 7M 
4 

% 

744 

iva 
o 2~ w m a  w 40 mln 60 4~ w o to 4 0 1 ~  

rn I& t - fams - 
I3ild 4 

Teiiipcrattirvcrlaiil i n  eineiti Kiigelqtierschnitt K =  40 mni 

0 26 W I 0  20 10 min I 7W fO 0 60 l2lrnn - Rad& - m zeti t 

Hild 5 
'Teiiipcratorvcrlatif in riiiriii Kiigelqiirrschnitt H ~ I20 iiiiii 

Die Warmedurchgangszahl k, nach der nullten 
Eigenf u n ktion 

Nachdem diirch die GI. (23), (24) und (26), (27) dcr Tempe- 
raturverlauf im Regenerator bckannt ist,  IiiRt sich auch die in 
einer Vollperiodc aufgenommene und wiederabgegehcrie Warme- 
nietigc und daraus die Wiirriiedtirchgarigszalil i;, berechncn. 

Z yliniierproblcm 

Zunachst werde dcr zeitliche Mittclwert der Obcrflichen- 
teniperatur in Warin- uiid Yaltpcriodc bestimmt. Iri GI. (23) 
iind (26) ist r H z u  setzen und uber die Zeit 1 bzw. 1' von 0 
bis T, bzw. 0 bis T' zu intcgrieren. 

Es ergibt sich 

worin der Index M das  zcitliche Mittel kciiiizcichnct urid 

ist. Ebenso wird 
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denn nach GI. ( 2 )  und (14) sind 3 - ~ ,  = const und ~ ~ ' - 8 ' =  const. 
Setzt manGI.  (39) und (41) i n  GI. (42)  ein, so folgt unter Beriick- 
sichtigung von GI. (25) 

Ferner gilt nach der Definition der Warmedurchgangszahl fur die 
Warmemenge die je mz Heizfllche in einer Vollperiode vom Full- 
material aufgenommen und wieder abgegeben wird : 

Q = a (9 - T,) = k ,  (8 - a'), ( T + T') (44).  

Fur alle drei Falle einheitlich dargestellt gilt entsprechend 

l t ? l  n=l 

' I s o  = 0,0111 5 
~ 0 , 0 0 5 2 1  im  Bereich 0' 4 a  ( T + F ) =  < 1 7 , 5  (52),  

worin ebenso wie in den nachfolgenden Gleichungen die Werte 
von 1 fu r  n = 1, 2,  3 usw. nach GI. (50)  einzusetzen sind. 

10,002857 10 

Fur die Warrnedurchgangszahl k ,  folgt daraus mit GI. (43)  Im Sonderfalle T = T' gehen die GI. (49) und (51) uber in 

Kugelproblem 

Der Gang der Rechnung ist der gleiche. Man erhalt 
n=1 11- i 

- "I2 "') 
Auch die von H. Hausen auf die Werte von @ bei groRem Argument 
angewandte Gren~wer tme thode~)  im Falle T = T' IaRt sich auf alle 
drei Falle iibertragen. Dabei wies er nach, daB die Warmedurch- 
gangszahl fur groBe Steindicken von diesen unabhangig werden 
mu B. 

Man muB lediglich beachten, daB beim Plattenproblem der 
Unterschied zwischen zwei benachbarten I-Werten immer gleich x 

) ( I  - - r  
- pn2 a ( T  I- T') ) (46), 

(47) .  
1 

= ( T  -+ 7)  - .,. I ( -  -1. - ) - - q ~  
1 

T T' 51. k o  LIT a'T 

ist, bei Zylinder und Kugel dagegen dies nur asymptotisch der 
Fall ist. Da aber der lntegrand des in der Ableitung auftretenden 
lntegralausdruckes nur bei unendlichen Werten von u nicht ver- 

Einheitliche Darstel'ung der Warmedurchgangszahl ko 

fur Platte, Zylinder und Kugel 

PK 
B 8  10 

und fuhrt  man s t a t t  , Y L  bzw. - die Funktion CI, ein, dann 

folgt 

mit 

j u  \ T '  T ' I /  

Diese Gleichungen utniasscn alle drei Falle; man  hat nur fur K 
und 1 jewcils die nachstehenden GrijBcn einzusetzen. 

' I s  fur Platte 
Zylinder (50 ) .  

'/ID K W '  
GI. (46) laRt sich umformen, indem man unter dern Sumnien- 

zeichen addiert und subtrahiert 
1' 

. /  

n=l n = I 

-(;;j 'uT -.-(;~)',,.,, - ( ; ' ) a u ( r , .  
+ e  - - -2 e __ .. - ~ 

e 
- ( i ! ) ' u  ( T + T ' )  (51) .  

( 1 - e  1 
Diese Darstellung hat den Vorteil, daB die Summe im letzten 

Glied sehr schnell konvergiert. Fur kleine Werte von I- T ; )  
braucht man sie gar .nicht zu beriicksichtigen. H. Hausen fand 
auf diese Weise als Naherungsliisung fur die Platte die oben an- 
gegebcne GI. (10). 

DZ 1 1 

Bild 6 
Darstellung der Funktion:n C P  fur T =  T' 

In Bild 6 ist der Verlauf der Funktion @ fur Platte, Zylinder 
und Kugel nach genauer Berechnung dargestellt fur  den Fall 
T = T'. Die Kurve fur den Zylinder liegt unter derjenigen fur 
die Platte, und die der Kugel tinter denen fur Platte und Zylinder. 
Das bedeutet nach GI. (48),  daB bei sonst gleichen Verhaltnissen 
der Warmeaustausch bei Kugelfullung besscr ist als bei Zylinder- 
fiillung und hier wiederum besser als bei Plattenfullung. Dieses 
Resultat folgt auch aus der Anschauung:Da die Warme bei 
Zylindern in zwei Dimensionen, bei Kugeln in allen drei Dimen- 
sionen radial stromt,  nimmt die Steinmitte jeweils mehr a m  
Warrneaustausch teil. 

DaB sich die drei Kurven sehr schnell demselben Yurven- 
verlauf asymptotisch nahern, ist ebenfalls aus  dem physikalischen 
Sachverhalt zu erwarten. Denn bei genugend grolkni Radius oder 
unendlich kleiner Temperaturleitzahl (Kugel) nimmt nur die Schicht 
unmittelbar unter der Oberflache am Warineaustausch teil. 
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Im AnschluB a n  diese Ergebnisse ware es von Interesse, festzu- 
stellen, ob vidleicht samtliche D-Kurven, die sich aus der Verwen- 
dung irgendwie geformten Fullmaterials ergeben, im Gebiet zwischen 
den@-Kurven fur Platte und Kugel liegen. Im Argument muBte 
dann a n  Stelle von D ein allgenieinerer Ausdruck treten, da sich 
die geometrischen Verhaltnisse im allgemeinen nicht durch eine 
einzige unabhangige Variable wiedergeben lassen. 

Man darf wohl annehmen, daB die genannte Vermutung fur 
alle in der Praxis vorkommenden Falle zutrifft. Diese Frage 
konnte indessen nur auf Grund einer weiteren eingehenden Unter- 
suchung rnit Sicherheit entschieden werden. Im nachsten Ab- 
schnitt sei die Frage gepruft, ob man die Plattenformel nach 
einem Vorschlag von H. ffarrserr naherungsweise auch fur Zylin- 
der und Kugelfullung verwenden kann, wenn man die gleich- 
wertigen Plattendicken benutzt. 

In Bild 7 ist @fur  Zylinder fur T - 2 T' und T = 4 T', bzw. 
T' = 2 T und T' = 4 T dargestellt. Die Yurven verlaufen ein- 
ander so nahe, daB man in der Praxis rnit den Werten fur T = T' 
genau genug rechnen kann. Entsprechendes gilt fur die Kugel- 
fiillung. 

n 

1 

Bild 7 
for Zylinder bei vcrschieden langer Warm- und Kaltperiode 

Bild 8 zeigt die Abhzngigkeit der Warrnedurchgangszahl ko 
vom Durchmesser der Platte bzw. des Zylinders und der Kugel 
fur ein Beispiel, dern die Zahlenwerte von Bild I und a = u' = 

20 kcal/m* h OC zugrunde gelegt sind. 

Bild 8 
Darstellung der WArmedurchgangsrahl k, in Abhsngigkeit vom Durchmesser D 

a= a '=  20 kcaljm'h 'C 

Verwendung der Plattenformel fur alle drei Fiille unter 
Benutzung der ,,gleichwertigen Plattendicke" 

Diese Frage geht von der Uberlegung aus, dafl die Oberflache F 
des Fullmaterials fur den Warmeaustausch, das Volumen V fur  
die Warniespeicherung verantwortlich ist. Das Verhaltnis beider 
konnte also eine geeignete Grundlage zur Angleichung der drei 
Falle sein. 

Man errechnet aus den 0-Werten fur Platte, Zylinder und 
Yugel eine Funktion W, indem man nach GI. (48) 

6 D 
-@'= - @  
h A 

setzt, wenn 8 = 2 V/F die gleichwertige Plattendicke bedeutet. 
Die gleichwertigen Plattendicken und damit die W-Werte be- 
tragen hiernach 
Platte 8 p = D p  Op'= m p  

@z' = 2 (Dz Dz Zylinder 62 = - 
2 
DK 6/c= - 
3 

0 K ' E 3 @ ) K  Kugel 

Ebenso folgt fur das Argument 

(53). 

Spa Dp2 Sz' 1 Dz2 6~~ I DK? 
2 a T  2 a T  2 a T  4 2 a T  2 a T  9 2 a T  

@ und W f u r  die Platte sind identisch, wahrend die Umrechnung 
fur Zylinder und Kugel auf eine einfache Transformation hinaus- 
18uft. Fur den Zylinder muB die Abszisse auf den vierten Teil 
zusammengeschoben und die Ordinate verdoppelt, fur  die Yugel 
die Abszisse auf den neunten Teil verkleinert, die Ordinate ver- 
dreifacht werden. 

Diese Funktionen Q' werden n u n  verglichen mit dern a'-Wert 
fiir die Platte. Bild 9 zeigt diesen Vergleich. Die drei @'-Kurven 

liegen ab ->44 nahe beieinander. Doch durfte fur die meisten 

__ = __ bezw. - = - . __ bezw.. - = -. . ~- 

I?* 

2aT 

a f ia i~ za 15 M 3) (a 
Y l  z E m  

Bild 9 
Vergleich der Funktionen a' fur Platte. Zylinder und Kugel 

- 
&l 

Bild 10 
Verglelrh dcr Funktionen *'' fur Platte, Zylinder und Kugel 
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Als Endergebnis dieser Betrachtungen erhtilt man die wahre 
Wiirmedttrchgangszahl k, die den EinfluR samtlicher Eigenfunk- 

in der Praxis vorkommenden Falle der Bereich fu r  <: 4 i n  
2uT 

Frage kommen. tionen auf den Wlrmeaustausch berucksichtigt, wahrend ko nach 
GI. (48) sich ntlr auf die nullte Eigenfunktion bezieht. Das Ver- 

D V  hiiltnis k//lp kann man unniittelbar airs Bild I 1  ablesen. k/ko ist 
2 F  tiur eine Funktion von zwei diiiicnsionslosen KenngriiRen, der 

Eine noch allgemeiner verwendbare glcichwcrtige plattelldicke 

erhiilt man durch die Definition 6' - - -;- -, diedas aritl%tiictische 

Mittel zwischen einern fur das bctreffetide Material abzuschiitzcn- sag. redllzierten Regeneratorlrllge A 1. 
k , ( T - t -  T')F llnd der 

den halben Durchmesser und dcr Halfte der vorher eitigefiihrtcii 
gleichwertigen Plattendicke 6 darstcllt. Hierbei geht die cD-Kurve 
fur die Platte wieder in sich selbst iiber. Die tieueti cl)"-Ktirvetj 
f u r  Zyl inder  llnd yugel liegel, n ~ l n  iedoch, 
Kurve f u r  die PIatte inl ganzen Bereich so 
Kurve alrf jede beliebig geformt Speicherrllasse 
Genauigkeit anwenden kann. Platte C 

w T + - w y - p  

reduzicrten Periodendalter 11 2 k L - .  (T- I -T ' )  ersten A ~ ~ ~ -  C 
Bild ,o  zcigt, der 

daR Illan diese 

druck bcdeutct F die gesamte wlrmeubertragende Oberflgche des 
Regenerators, ill1 zweiten ist fur C die Warmekapazitat des Full- 
materials je  Oberrliichetieiiihcit zii setzen, d. h. i m Falle der 

der Kugel 
-, . c . D  - ( . c . D  

- - t  des Zylinders C - 
4 '  

Die wahre Warmedurchgangszahl k 

Um deli EinfluD der hiiheren Eigenfuriktioncn ZII  beriicksich- 
tigen, zeigtc H. Hausen, daR man fur diese mit sehr guter Naherung 
so rechrieti kann, als ob i m  gesaniteti Querschnitt dcs Steins die 
gleiche Temperatur T, herrscht3). E r  definierte eirie tietie Wiirtiie- 
ubcrgarigszahl a, die sich auf die mittlere Steinternperatttr T , ~  be- 
zieli t ,  t i  nd kori t i  t e dami t die Ergeb nisse seiner erst ge tianti ten 
Arbeit?), die auch die hiiheren Eigenfunktionen berucksichtigt, 
ahcr zutiiichst utieridliche Wlrmeleitfahigkeit in einem Querschnitt 
der Speichermasse voraussetzt, untiiittelbar auf den Fall von 
Platten beliebiger Dicke und Wiirmeleitzahl anwenden. 

Dieses a crgibt sich auf folgende Weise. Man tiimnit den Unter- 
schied zwischen r0 und T, und daher auch zwischen 9 und r, in 
jedem Augetiblick als ebcnso grod an,  wie er sich bci gleicher 
in der Zeitciriheit iibertragener Warmemenge ini Zeitmittcl atis 
dcr nirlltcii Eigenfunktion errechnet. GI. (39) gibt den zcitlichen 
Mittclwert voti :"-r, an. Sie I i iBt  sich durch Eitifiihren voti (1) 

so umfornien, dalJ sic fur alle drei Fiille gilt. Sie lautet d a m  

(54). 

Hierzu addiereti wir attf beideti Sciten den irii Bereich der nullten 
Eigcrifunktion konstantcn Wert 9-ro und erhalten 

(55). I D  
( 3 - y r T l ) M =  (; + i. <I)) a 

11 ~ a (>-T,,)T ist die w9itretid eirier Periode je Fliicheneinheit 
iibertragene WArmemenge. Mit Eitlfuhrung der auf 7 ,  bezogenen 
WIrtiieiibergaiigszalil a muB hierfur aber auch gelten 

q=a ( O - T ~ ~ ) M T  (56). 
Daher folgt aus GI. (55) fur .S die Beziehung 

(571, 

die fur  Platten-, Zylinder- und Yugelfullung in gleicher Weise 
gilt. Utitcr Verwetidung der so bestimmten Warmciibergaiigszalil 
kann mati also die Betrachtungen von Hairserz iiber die hiiheren 
Eigenfunktionen auch auf die Fallc der Zylinder- und Kugel- 
fulluiig ubertragen. 

0 5 1U 15 20 25 30 3 10 45 50 
Rehziertt Periodendwer W 

Blld I I  
Vcrlialtnis dcr wahren Wdrnicdurchgangszahl k ztir WBrmedurchgangsz.lh1 k, nach dtr 

nullten Eigenfunktion 

y .  c . D  c ---. Diese etwas andere Ermitt lung von C fur Zylinder 

ttnd Kugel ist der einzige Unterschied, der bei der Bestimmung 
voti kjk,  gegetiliber der ursprunglicheti Berechnurigsweise von 
Hauserz zit beachteii ist. 

6 

Zusammenfassung 

Die Theorie voti H. Hausen iiber den Warnieaustausch in rnit 
Platten gefiillteti Regeneratoren wird auf Zylinder und Kugel- 
fiillung erweitert. 

Die Berechnung des Temperaturverlaufs im Zylinder- und 
Yugelquerschnitt fur verschiedene Durchmesser und der Vergleich 
mit dem Teniperaturverlauf im Plattenquerschnitt zeigt, in wie- 
vie1 hiihercm MaRe die Zylinder- ttnd noch mehr die Kugelmitte 
an  den Temperaturschwankungen tcilnimmt. Aus diesem Grunde 
ist auch die Wlrmedurchgangszahl bei sonst gleichen Verhilt- 
nissen, d. h. gleichem Material, gleichem Durchmesser bzw. gleicher 
Dicke usw., fur die F,ugelfullung griiDer als fur Zylinderfullung 
und hier wiederum grijRer als bei Plattenfullung. Die Unterschiede 
werdeti jedoch utii so geringer, je griiRer die Durchmesser des 
Fiillriiaterials oder je kleiner die Temperaturleitzahl oder die 
Periodendauer sind. Sic verschwinden schlieRlich vol ls thdig,  weil 
d a m  nur die dcr Oberflache zunachst liegcnden Teile der Speicher- 
niasse a n  den Temperattirschwankungen teilnehmen tmd hierbei 
die geomctrische Form der Oberflache kaum mehr eine Rolle 
spielt. 

Als Endergebnis der Berechnungen, die sich in1 wesetitlichen 
auf die Grundschwingung dcs Regenerators beziehcn, erhalt man 
eirie Gleichung fur die Wlrmedurchgangszahl k,, die fur Platten-, 
Zylinder- und Kugelfullung dieselbe Gestalt hat. Die oben ge- 
riannten Unterschiede kommen durch verschiedene Werte einer 
in ihr auftretenden Funktion zum Ausdruck. Mit zunehmender 
KenngrORe nehiilen diese Werte ab,  wobei sich die Unterschiede 
verkleinern. Sic tiahern sich rasch cinem genieinsamen Kurven- 
verlauf. 

Wenn man gleichwertige Plattendicken 6 einfuhrt, die in allen 
drei Frllen durch das doppelte Verhiiltnis von Volunien zit Ober- 
fliiche der Speichermasse bestimnit sind, erhiilt man eine in einem 
relativ groReri Bereich niit guter Nlherung fur Platte, Zylinder 
und Kitgel gcmeitisam gultige Formel zur Berechnung von k,, die 
sich im gleichen Bereich wahrschcitilich auch auf jede beliebige 
Fullmaterialform anwenden IrDt. Eine im ganzen Bereich genugend 
genaue Formel fur k ,  erhalt man, wetin man eitie neue gleichwertige 
Plattcndicke 6' einfiihrt, die das arithnietische Mittel zwischen 
einem fur das betreffende Material abzuschatzenden halberi Durch- 
m'esser und der Halfte der vorher eingefuhrten gleichwertigen 
Plattendicke 6 darstellt. 

Um ails k, die wahre Wlrniedurcligatigszahl k, die auch den 
EinfluO der hiihcreti Eigenfunktion berucksichtigt, ZLI berechnen, 
kann man das von H. Harisrrz fur die Plattenfiillung entwickclte 
Verfahren fast unverandert auch auf Zylinder- und Kugelfiillungen 
iibertragen. 

Die Anrcgung zit dieser Arbeit gab Herr Prof. Dr.-lng. H. Hau- 
sen. Ich bin Herrn Prof. Hausen dankbar fur matichen wertvollen 
Hinweis und das stltidige, freundliche Interesse, das er meiner 
Arbeit entgegengebracht hat. Eingcg. 4. Aiig. 1947 IB-351 
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